FELADATLAP Gorbék és feliiletek elmélete
Gorbék !
1. Hatérozzuk meg a d 1t természetét (it vagy gorbe, regularitdsa, egyszeriisége), ha
o)z = 2+t2 4
1 VT iy
b) z =t y = f(t), te R, ahol f(t) = {
c) x(t) = 5t — 5, y(t) = 2t> — t4;
1 1 1
d) x = = f(3%) + 5 F(3%t) + == f(3*) + ...
) x 12f(3 )+122f(3 )+123f(3 )+ s
=—fB')+ 5 f3%) + =3 +..(0<t<1
y= /() + 5 [0 + 5 S + (0 << 1),

ahol f egy folytonos, 2 periédusu fliggvény az I=[-1,1] intervallumon, amelyet a mellékelt dbra ad
meg.
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g) z(0) = 3a cos 26, y(0) = 2a cos 30,0 € [%,3T].

2. Hatdrozzuk meg az aldbbi gorbék szinguldris pontjait (ha léteznek):
a) c(t) = ( A ) teR;

teR;

o1 PoT )
b)e(t) = (2,6t% + 2t),t € R;
¢) 7= a(t —sint)i + a(1l — cost)] + 4a cos %Ig, teR.
3. Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerli (zirt) paraméterezett gorbével ekvivalens paraméterezett

42 t3
gorbe egyszerii (zart). Alkalmazds: Bizonyitsuk be, hogy a c(t) = ((1 72 1 8 t2)3) , te€

(—1,1) paraméterezett gorbe egyszerti, felhasznalva, hogy a c(t) = (t2,3),t € R gorbe egyszerfi.

4. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez6 gorbék ekvivalensek-e:

a)
eria(r) = ST y(n) = et e (0,5);
2t(1—12)2 42 (1—t%)
co: w(t) = a7 y(t) = Ty L E (0,1).
b)
c:x(t) =1, y(T):bq/l—%, T € [—a,al;
cg:x(t) = acost, y(t) =bsint, t € [r,27];
cs:x(0) =acosl, y(f)=bsinb, € [0,27], a,b>0.
5. Paraméterezziik a kovetkez6 halmazokat, tudva, hogya paraméterezett goérbék pontjainak
halmaza:

a) {(z,y)|(y —1)° +27(x — 2)* = 0};
b) {(z.y)lz* — az® + a?y* = 0} ;
¢) {(z,y)|z? —y® =3z +2=0}.

6. a) Egy R sugari kor cstszds nélkiil gordiil egy d egyenesen. Paraméterezziik azt a gérbét, amelyet
a kor egy pontja ir le (Ciklois)!
b) Hogyan véltozik a gérbe, ha a vizsgélt pont a koér belsejében, illetve a kéron kiviil talalhat6?

LPéldak gorbékre: http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_curves



7. a) Paraméterezziik azt a gorbét, amelyet egy r sugari kor egy pontja ir le, amely egy R sugari
koron gurul cstszas nélkil (Epiciklois)!

b) Paraméterezziik azt a gorbét, amelyet egy r sugaru kor egy pontja ir le, amely egy R sugart kor
belsejében gurul csiszdsmentesen (Hipociklois)!

8. a) Hatédrozzuk meg a ciklois, epiciklois és hipociklois szinguldris pontjait!

b) Igazoljuk, hogy a ciklois M pontjdba szerkesztett normdlis a d egyenest pontosan a kor és az
egyenes érintkezési pontjdban metszi!

¢) Igazoljuk, hogy az epiciklois és hipociklois M pontjiba szerkesztett normélisok d&tmennek a mozgd
és a rogzitett kor érintkezési pontjan!

d) Igazoljuk, hogy ha az % raciondlis szdm, akkor az epiciklois és hipociklois periodikus.

9. Egy M pont egyenletesen mozog az ON egyenes mentén, mely egyenletesen forog az O pont
koriil. Hatdrozzuk meg az M pont nyomdanak az egyenletét (Archimédesz-féle spirdl)!

10. Egy OL egyenes egyenletesen forog az O pont koriil w allandé szogsebességgel. Az M pont
az OL egyenesen mozog az OM szakasz hosszaval ardnyos sebességgel. Hatarozzuk meg az M pont
nyoménak az egyenletét (Logaritmikus spirdl)!

11. Igazoljuk, hogy:
a) Az Archimédesz féle spirdl két egymdst kovetd spiralja kozti tavolsdg allandé ugyanazon ON
vektor mentén, ahol O a spiral kezd6pontja.

b) A logaritmikus spirdl (p = e?) esetén:

1. Ha a 0 értékek szamtani haladvany szerint ndének, akkor a megfeleld p értékek mértani
haladvdnyban vannak.(Ennek alapjdn a logaritmikus spirdlt a koévetkezéképpen is meg lehet sz-
erkeszteni. Elészor meghatéarozzuk az A(c, 0) és B(0,ce®?) pontokat. A B pontban merdlegest
szerkesztiink az AB szakaszra, amely a § = 7 egyenest C' pontban metszi és C' rajta van a spiralon.
Utdna a BC szakaszra emeliink merdlegest a C' pontban. Ez a mer6leges a § = 37/2 egyenest D
pontban metszi és ez a pont is rajta lesz a spirdlon és igy tovabb. Miért lesznek a kapott pontok a
spirdlon?)

2. Két egymast kovetd spirdl tavolsidgainak ardnya allandé ugyanazonON vektor mentén.

12. Egy tetszéleges OF egyenes metszi az 22 + (y — %)2 = % kort és a kornek az O ponttal
atmérésen ellentett C' pontjaba huzott érintét a D, valamit F pontokban. A D és E pontokban
parhuzamosokat hizunk az Oz illetve Oy tengelyekhez, melyek az M pontban metszik egymdst.
Hatédrozzuk meg az M pont altal generdlt gorbe egyenletét (Maria Agnesi-féle gorbe)!

13. Legyen C egy kor és d egy érintéje a kornek. A kér egy O pontjabdl, amely a kor d-re merdleges
atméréjén és a koron van, szel6t hizunk. A szel6 metszi a kort és a d egyenest A és B pontokban.
Legyen M az a pont a szel6rol, amelyikre teljesiil az OM = AB egyenloség. Hatdrozzuk meg azon
M pont mértani helyét (Dioklész ciszoid4ja)!

14. Egy M pont tigy mozog a sikban, hogy kozben két rogzitett ponttdl (Fiés Fao, d(Fy, Fy) = 2b)
mért tavolsigainak szorzata allandd, egyenld a’-tel. Hatdrozzuk meg az M pont altal leirt gérbe
egyenletét. (Ez a gorbe Cassini ovélisai nevet viseli. Ha a=b, akkor a kapott gérbe Bernoulli
lemniszkétéja).

15. Adjuk meg az 7(t)gorbe egyenletét, ha
a) 7 (t) = a(t)d, ahol a(t)>0 folytonos.
b) #'(t) = @ =4l

16. Szamitsuk ki az aldbbi gorbék hosszét:

a)
b)

c)

= 2%, a [0,2] intervallumon;
= Inz, az [1,2] intervallumon;
(t) = (a(cost + t)sint),a(sint — tcost)) a [0,7] intervallumon.

e

17. Szamitsuk ki a ¢(a) = (—f'(a)sina — f’(a)cosa, f'(a)cosa — f”(a)sina) gorbe hosszdt a
[0,«] intervallumon!



18. Hatarozzuk meg az epiciklois és hipociklois esetén egy-egy gorbeiv hosszdt a t = 0 értéknek
megfelel6 pont és az aktudlis pont kozott, majd egy-egy ”hurok” hosszat. Innen kiindulva szamitsuk
ki a szivgorbe és az asztroida hosszat.

a3 — 3a2y =
2xz —a®? =0
20. Legyen C egy sikgoérbe, My egy pont a gorbén és Oy egy derékszogli koordinata-rendszer a

a

19. Adjuk meg az { gorbe hosszisagdt az y = ¢ illetve az y = 9a stkok kozt!

gorbe sikjaban. Jeloljik az My pontban a gérbéhez hiizott érintének és normalisanak az Oz tengellyel
valé metszéspontjait T illetve N-nel. Legyen P az M, pontnak az Oz tengelyre valé ortogondlis
projekciéja. Hatarozzuk meg C gorbe egyenletét, ha:

a) a PN szubnormélis dllandé és egyenlé a-val;

b) a PT szubtangens allandé és egyenld a-val;

c) az Mo N normélis dllandé és egyenld a-val;

d) az MyT érinté dllandé és egyenld a-val
(barmely M, pontra a gorbérél)!

21. Egy sikgorbe egyenlete 7 =((t),tp(t)). Milyen feltételek mellett hatdroz meg ez az egyenlet
egy egyenes vonalat?

22. Legyen az 7 (t) egy folytonos gorbe az [a, b] intervallumon 1gy, hogy az 7|7, 7’7 0, 7?7 0.
Igazoljuk, hogy az 7(‘5) egy egyenest abrizol!

23. frjuk fel az aldbbi gorbék érintSinek, normalisainak egyenletét:

a) r(t) = (a.cos t, b.sin t) (ellipszis);

b) r(t) = (a.cos3 t, b.sin3 t) (asztroida);

c) r(t) = (a.p.cos ¢, a.p.sin @) (archimédeszi spirdl)
d) r(t) = (a(t —sin t), a(t — cos t)) (ciklois)!

24. Irjuk fel az 7(u):(u§’)7u2757 3u2+1, 2u3-16) gorbe érintdjének és normalsikjdnak egyenletét
egy pontban, ahol u=2!

25. Irjuk fel az 7(u):(u272u—|—3, u3—-2u2+u, 2u3-6u+2) gorbe érintGjének normélsikjanak és simuld
sikjdnak az egyenletét a gorbe A(2,0,-2) pontjiban !

26. Mutassuk ki, hogy az 7 (u) = (au + b,cu + d,u?) gorbének ugyanaz a simulé sikja minden
pontban!

27. Mutassuk ki, hogy az x2/3 4+ ¢?/3 = a2/3(a > 0) asztroida érintéjének a koordinata-tengelyek
kozé es6 szakaszanak hossza egyenld a-val !

28. Két pont igy mozog a térben, hogy a koztiik levé tavolsag dllandé marad. Mutassuk ki, hogy
a sebességiiknek a vetiilete az dltaluk meghatarozott egyenesre egyenld!

29. Hatédrozzuk meg az 7(2&):(752, 1-t, t3) gorbe érintéjének, normédlsikjanak, binormélisdnak,
simulé sikjanak, fonormalisanak és rektifikdlhaté sikjanak az egyenletét a t=1 pontban!

30. Hatdrozzuk meg az 7(t):(a.cos t, a.sin t, b.t) érint&jének, normdlsikjinak, simulé sikjanak, bi-
normalisanak, simulé sikjanak, fénormalisanak és rektifikalhaté sikjanak az egyenletét (? csavargorbe)!

31. Legyen c: I — R? egy gorbe. Igazoljuk, hogy az aldbbi allitdsok egyenértékiiek:
a) a gorbe barmely pontjaba szerkesztett normélsik dtmegy egy rogzitett ponton;
b) a gorbe geometriai képe egy gémbon helyezkedik el.

32. Legyen f egy C 1 osztdlyu zart gorbe. Mutassuk ki, hogy barmely 77&0 vektorra 1étezik egy
zE€f pont ugy, hogy az érinté egyenes z-ben merdéleges d-ral

33. Mutassuk ki, hogy az r = a(1+cos ¢), 7 = a(1—cos ) poldrkorrdinatdkkal megadott szivgorbék
a metszéspontokban merdlegesek egymasral



34. Mekkora szogben metszik egymast a 22 = 4y és y = gorbék?

8
244
35. Mekkora szogben metszik egymast a 22 +y2 =8z és y 2 = % gbrbék?

36. Hatédrozzuk meg a kovetkez6 gorbék Frenét koordindta-rendszerének elemeit (a koordindtatengelyeinek
és koordinata-sikjainak az egyenleteit). Szamitsuk ki a gorbék gorbiiletét és torzidjat!
a) ?(t)—(t sin ¢, 1—cos t, 4sint);
b) 7 (t) = (¢',e™", V2);
) T(t) = (3t2 £, 3t2 ,3t+t%);
d) 7 (t) = cos®t,sin® ¢, cos 2t).

37. Egy gorbét a P(z,y)dz+Q(z,y)dy=0 differencidlegyenletet ad meg. Hatdrozzuk meg a gorbe
gorbiiletét!

38. Hatérozzuk meg az F(z,y)=0 alakban megadott gorbe gorbiiletét!

39. Hatdrozzuk meg az allandé gorbiiletii gorbéket a sikban!

40. Szamitsuk ki a kor gorbiileti sugarat!

41. Az ellipszis melyik pontjaban a legnagyobb és melyikben a legkisebb a gorbiilet?

42. A b milyen értékére lesz az r(t) = (acost, asint, bt) csavargdrbe torziéja maximalis (a >0 és
allando)?

43. Igazoljuk, hogy egy gorbe sikgérbe akkor és csakis akkor, ha a torziéja nulla!

44. (Lancrét tétele) Legyen c : I — R? egy altaldnos helyzetii gorbe, K (t) a gorbe gorbiilete, Ko(t)
a gorbe torzidja a c(t) pontban. Feltételezve, hogy Ks(t) # 0 barmely ¢ €I esetén igazoljuk, hogy
az alabbi allitasok egyenértékiiek:

(i) az érintd dllandé szoget zdr be egy fix irdnnyal;

(i) a fénormélis merdleges egy fix irdnyra;

(iii) a binormélis dllandé szoget zar be egy fix irdnnyal;

(iv) 7t =k = 4ll.
(

Az olyan gorbét, amelyre teljesiil valamelyik a fenti allitdsok koziil csavarvonalnak nevezziik.)

=

45. Igazoljuk, hogy az aldbbi gorbék mentén a gorbiilet és a torzidé megegyezik:

a) x =2ty =12z =Int, t>0;

2 3
b) x=u,y="%,2=%, uck
a0
Kg(’u)
d(u) az orig tévolsagat jeloli a gorbe c(u) pontjaba szerkesztett simuld siktdl ( Titeica gorbe).

46. Igazoljuk, hogy az = = u,y = u?

, 2= u—lg(u # 0) gorbe mentén a hanyados allandé, ahol

47. Vezessiik le az F(x,y) = 0 alakban megadott gorbe érintdjének illetve normélsikjanak egyen-
letét a gorbe adott pontjaban!

F(x,y,z) =0
G(z,y,2) =0
egyenletét a gorbe adott pontjiaban!

48. Vezessiik le az { alakban megadott gorbe érintGjének illetve normalsikjdnak

49. frjuk fel az 23 — zy? + 22 + y — 3 = 0 gorbe érintéjének illetve normalsikjanak egyenletét a
gorbének az Oz tengellyel valé metszéspontjaban!

50. Hatarozd meg a Viviani-gorbe érintéjének illetve normalsikjanak egyenletét a gorbe adott
22 4y 4 22 =12

o e
pontjdban! A Viviani-gérbe: { 2?4 1? =rz

51. Szamitsuk ki az aldbbi gérbék hosszat:

a) y = a cosh £ (lancgdrbe), a [0, a] intervallumon



52.
93.
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95.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65

3

(traktrix-gorbe) a (7, 5

_ 13
b) { z(t) = a(Intan 3 + cost) ) intervallumon.

y(t) = asint
Mely pontban fogja az y = x2 egyenletii parabola az Ox tengelyt 45°-0s szdgben metszeni?
Hatarozd meg az y = ﬁ gorbe érintéjének egyenletét az y = H% egyenlettel adott hiper-
bolaval valé metszéspontjaiban!
xz =

y=Inz
a (P): 5z + 2y — 5z = 0 sikkall

Hatdrozd meg a (C) : gorbe azon pontjait, melyek esetén a fénormalis parhuzamos

Szamitsd ki:
a) a (C1) 1y =€ illetve (Co) :y =1+x+ é gorbék gorbiiletét és torzidjat a gorbék
metszéspontjaban
b) a c(t) = (tcos(alnt),tsin(alnt),bt) gorbe gorbiiletét és torzidjat a t = 1 pontban

¢) az 7 (t) = (acost,asint, bt) csavargérbe torzidjanak és gorbiiletének ardnyt!
Szamitsuk ki a Viviani-gorbe gorbiiletét és torzidjat a gorbe egy adott pontjaban!

T = p\/p? — g2 cost
Adott a kovetkezd gorbe: y=q\/p?>—q*(1 +sint) p,q = éllandd,p > ¢ Igazoljuk, hogy

z=+/p? — ¢?(1 + sint)

ez a gorbe egy kor!
frjuk fel a fénormalis és binorma4lis egyenletét a megadott pontokban:

a) x=ty=t32=1t3t=1

b) z=ty=tz=ct=0
Hatérozzuk meg a c(t) = (%, §7 %) gorbe azon pontjait, melyek esetén a gorbéhez hizott
érint6 parhuzamos az = + 3y + 2z = 0 sikkal!

Hatarozzuk meg a kovetkezd gorbék normalsikjanak, simulésikjanak és rektifikalhato sikjanak
az egyenletét:

y =’
a) { z = 23; az M(27474) pOntban

2 3 4
b) ?(t) = (%, %, %), az M(%, %, %) pontban.

Hatérozzuk meg az 7 (t) = (263—3t241, 3(t2—1), 3(t—1)2) gorbe érintSsikjanak, normélsikjénak,
binormalisanak, simulésikjanak, fénormalisanak és rektifikalhaté sikjanak az egyenletét at = 1
pontban.

Hatérozzuk meg az 7 (t) = (2cost, 2sint, ' 4+ e~*) gorbe Frénet-féle koordinata-rendszerének
elemeit!
Hatarozzuk meg a kovetkez6 gorbék érintkezési rendjét az origéban:

2
a) y=e v ,y= 1+1sz
b) y = a*y=2% sinx

) y=Ih(l+az)y= \/;ﬁ

a) Hatdrozzuk meg az y = sinz és (z — 5) + y*> = 1 gorbék érintkezési rendjét az A(%,1)
pontban!

b) Hatdrozzuk meg az y = ‘;—2 +a egyenletli parabola és az y = a cosh £ egyenletii lancgorbe
érintkezési rendjét a V(0,1) pontban!

. Hatarozzuk meg a kovetkez6 gorbék simuldkorét a megadott pontokban:

a) v =sint,y = cos2t,t = §
b) y =sinz, P(3,1)



66.

67.
68.

69.
70.

71.

72.

73.

4.

75.

¢) y=arctanz,x =1

Igaz vagy hamis?
22 4 y? 422 =12

22 +9? =rz paraméteres egyenlete:

A Viviani gorbe: {

r=75-(1+cost)
y =5 -sint
z=—a-sink,te0,2n]

Hatérozzuk meg az y = acosh 7 egyenletii lancgérbe simulékorét a gorbe adott pontjéaban!

Hatarozzuk meg az y = mx + - egyenescsaldd burkoldjat, ahol m valtozé paraméter!

Hatdrozzuk meg az y = 2z — %(1 + a?) parabolacsalad burkoljat!

Adott a (C) : x(t) = 1+ 3, y(t) = 12 + 3, 2(t) = 5t3 + 2t + 3,t € R gorbe. Melyik igaz az
aldbbi &llitdsok koziil?

a) benne van az x + 8y — 10z — 3 = 0 sikban

)
b) érinti a 3z 4+ 2y + z — 1 = 0 sikot
¢) benne van a 3z + 2y — z = 0 sikban
d) metszi a 3z + 2y — z = 0 sikot két pontban

Legyen a kovetkez6 gorbe: c¢(t) = (%, 1_1t2 , %H),t € R\ {£1} és az 2% — 4y + 22+ 3 = 0 sik.
Ekkor:

a) a gorbe metszi a sfkot az A(1,—1,—3) pontban
b) a sik érinti a gorbét az M (1,0, —2) pontban

¢) a gorbe benne van a sikban.

24+22-4=0 .
Adott a (C) : { 2?4 y?— =0 g0

huzott érinto- illetve normalsik egyenletét:

rbe. Valasszuk ki az M(y/3,1,1) pontban a gorbéhez

a) é ”}f:%:zf n: V3z+vV3y—z—1=0
b) é: z:[‘?)/g:y%lzz\;gl n: V3z+y—v32—-1=0
c) & 1_1\/§:y—\;§1:z\;§1 n: x+vV3y+v3z2—v3=0
d) é: o—V8 _ y-1l _ 21 n: x-vV3y —v3z4+v3=0

5
5

— 2
Legyen a kovetkezd gorbe: (C) : { ayc((:)) B Ell(t—:_t%g ,  teR. Jeloljik R-el a gorbe adott

pontjédhoz tartozd gorbiileti sugarat. Ekkor:

a) R:4y%
b) R =4y?2
¢) R=4yi
d) R=4y?

Igaz vagy hamis?
Az 23 — y® + 22y = 0 gorbe gorbiilete, illetve gorbiileti sugara az M(1,—1) pontban: K; =
V2 R=4V2.

Az alabbi gorbék koziil melyik adja azon korok burkoldjénak egyenletét, melyek kdzéppontja
az z2 4+ y? = R? sugart koron van, sugara pedig 7:
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82.
83.

84.
85.
86.
87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

¢) y=acosh?

d) egyik sem a fentiek koziil.
Igazoljuk, hogy az F=F 7, (F dllandd) centrélis erd egy sikgorbét hatdroz meg!
Igazoljuk, hogy az ﬁ(t) = F1(t)7(t) eré egy sikgdrbét hatdroz meg!

a) Mutassuk ki, hogy ha egy gorbe Gsszes normalsikjai tartalmaznak egy kozos € vektort, akkor
a gorbe egy egyenes vonal vagy egy sikgorbe!

b) Mutassuk ki, hogy ha egy gérbe nem egyenes vonal és ha a gorbe simulé sikjai tartalmaznak
egy kozos vektort, akkor a gorbe sikgorbe!

Hatdrozzuk meg az r = f(p) poldrkoordindtdkban megadott gorbe gorbiiletének a képletét és
alkalmazzuk ezt a képletet a kovetkezo gorbék gorbiiletének a kiszamitésara a ¢ = 0 pontban:

(1) r = ayp;

(2) r = ap";

(3) r=a*.

Az ¢ =t —sint,y = 1 — cost,z = 4sin% gérbe minden pontjaban a fénormélis pozitiv

irdnyaban felmériink egy szakaszt, melynek hossza négyszer akkora mint a gorbe gorbiilete
abban a pontban. Hatarozzuk meg a szakasz végpontja altal leirt gorbe simulé sikjat!

Tekintsiik a c: t € R — ¢(t) = (¢, %(e% +e7 7)) € R2, a = llandé> 0 gorbét.
a) Hatdrozzuk meg a gorbe gorbiileti sugarédt egy tetszéleges pontban.
b) Irjuk fel a simuld sk egyenletét a ¢(0) pontban.

¢) Mutassuk ki, hogy egy tetszdleges c(t) pont gorbiileti sugara egyenld a normadlis ¢(t) pontja
és az Ox tengely kozé esO szakaszdnak a hosszaval.

Hatérozzuk meg az xy = 22, % + y? = 2z gorbe simulé gémbjét a P(1,1,1) pontban!

Hatarozzuk meg az aldbbi gérbék simulé gombjét és simuld korét a megadott pontban
a)x =t y=In(l+1t), 2= -1, My=(0,0,0);

b) & = a(t —sint),y = a(l — cost), z = dacos § a gorbe egy tetszbleges pontjaban.

Hatarozzuk meg az x3 = 3a®y, 222 = a? goérbe simulé gémbjének sugarat!

Irjuk fel a c(t) = (cos® t,sin’ t, cos 2t) gérbe simuld kérének egyenletét!

Hatérozzuk meg a C,, : (z — a)? + (y — a)? = o? gérbesereg burkoléjét!

Hatarozzuk meg az alabbi gérbecsalad diszkriminans pontjainak mértani helyét:
Co:F(z,y,0) = (y— a)’* + (x — a?)* = 0.

Hatarozzuk meg annak azon korcsalad burkoléjat, amely esetén a korok athaladnak az origén

és kozeppontjuk rajta van az (x — a)? + y? = R? kéron!

Hatdrozzuk meg az < + % — 1 = 0 egyenescsalad burkoléjat, tudva, hogy az a és 8 kozt fennéll
az a™ + ™ = a™ Osszefiiggés. Vizsgaljuk kiilon a kovetkezd sajatos eseteket: m = 2, m =
1, m=-2.

Hatarozzuk meg azon ellipszisek burkoléjat, amelyeknek megegyezik a fétengelyiik és f6atmérséik
hosszdnak Gsszege allandd!

Hatarozzuk meg azon egyenesek burkoléjat, amelyek a derékszogbdl allandé tertileti haromszoget
metszenek kil

Egymassal parhuzamos, egy sikban levé fénysugarak vetitédnek egy a fénysugarak sikjaban
talalhaté korre. Hatarozzuk meg a korrol visszaverddé fénysugarak burkoldjat!

Hatarozzuk meg a kévetkez6 gorbecsaladok burkoléit:

a) c(t) = (% + a, % + 0‘72,4t4 + %3);
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b) c(t) = (cost,sint,at — (14 a)L).
Hatarozzuk meg az aldbbi gérbék evolutéjat:
a) c(t) = (a(t —sint),a(l — cost)),t € (0,7),a > 0 (ciklois);
b) ¢(t) = (acost,bsint),t € R (ellipszis);
c) c(t) = (acost,asin®t),t € (0,7/2) (asztroida).
Hatdrozzuk meg az y = alncos £ ldncgorbe evolutajt!
Hatdrozzuk meg az r = a(1 + cos ) poléris egyenlettel megadott szivgdrbe evolutéjat!
Hatarozzuk meg a lancgdrbe és a kor evolvenseit!

Hatarozzuk meg a kovetkezo gorbék természetes paraméterezését és természetes egyenletét:
a) ¢(t) = (a(cost + tsint), a(sint — tcost));

b) ¢(t) = (a(t —sint),a(l — cost)) (ciklois);

¢) asztroida;

d) szivgorbe. E: a) R? = 2as, b) R? = (8R — s)s, ¢) 3R? = 2s(3a — 2s).

Hatéarozzuk meg a kovetkezo természetes egyenletekkel megadott gorbék analitikus egyenleteit.

a)aR = s% + a?; b)R? + 5% = 16a?; c)R? = 2as;
d)R2 + a2 = a%e™; e)R = as; f)f%;—i—%; =1;
g)Rs = a?; h)9R? + s? = 16a>.

Hat4rozzuk meg azon c: I — R? sikgorbéket, amelyek esetén
a) Ki(s) =0,Vs e I;

b) Ki(s) = k,Vs € I, ahol k > 0 4lland¢ ;

¢) K1(s) = %=, Vs € I ahol a > 0 éllandé.

a?+4s2?



